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II. Yol: Verilen fonksiyonun x e gore 1. ve 2. mertebeden tiirevlerini

bulalim :

Y. = —2rsina?

ylyw = —2sinz? —4z? cosz®.
O halde, (4.28) formiiliine gore

d’y = yMdx® +y.d’z

= —2(sinz?® + 22” cos 2%)da? — 2z sin 2°d*x

bulunur.
(b) x bagimsiz degisken olsun. Bu durumda, d?z = 0 olacagindan (4.25)
ten dolay1

d*y =y dx® = —2(sin z* + 22° cos 2°)dz?

olur. ¢

4.3.1 Cozumlu Problemler

(1) R, {izerinde tanimh f : R, — R fonksiyonu 3. mertebeden tiirevlenebilir
olsun. Bu durumda y = f(e) fonksiyonunun y” tiirevini bulunuz.

Coziim: Bilesik fonksiyonun tiirev formiiliine gore

/

y =

1/

—~

Fem) = f(e")(e) = f'(e")e,
y) = ( (6”)6”"”)' (f'(e")e” + f'(e”) (")

I
—~~

<

I
—

Benzer sekilde,
y/// — (y//)/ — f///(ex)efix + 3f//(€a:)62x + f/(ea:)ex

bulunur. ¢
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(2) u ile v 2. mertebeden tiirevlenebilir fonksiyonlar oldugunda asagida
verilen y = y(z) fonksiyonlarimin 2. mertebeden diferansiyelini bulunuz.
(a) y=arctan?; (b) y=ue .
Coziim: (a) 1. mertebeden diferansiyel seklinin invaryanthgimdan

u Uy, U
dy = d(arctan ;) = (arctan ;) d(v)

1 vdu — udv B vdu — udv

L+ ()2 02 o ut4?
2. mertebeden diferansiyelin tanimina gore
vdu — udv
d*y = d(dy) =
= didy) = d( )

[kesrin diferansiyeli formiiliinden]
(u? + v*)d(vdu — udv) — (vdu — udv)d(u?® + v?)
(u? +0v2)?
[d(vdu — udv)] = dvdu + vd(du) — dudv — vd(dv)
= vd*u — ud®v, d(u® +v*) = d(u®) + d(v*) = 2udu + 2vdv oldugundan]
vd*u —ud®v  2{uv[(du)? — (dv)’] + (v* = v*)}dudv
u? + v? (u? 4 v2)?

bulunur.
(b) dy = d(ue ") = e du + ud(e™")
[d(e™") = e " d(—v?) = —2ve " dv oldugundan]
= e Vdu—2ue " du = e (du — 2uvdv) .
dy = d(dy)
= (du— 2uvdv)d(e™") + e " d(du — 2uvdv)
= —2ue " dv(du — 2uvdv) + e (d(du — 2(uwvdv))
[d(du) = d*u, d(uvdv) = dvd(uv) + wvd(dv) = vdudv + udv® + uwvd*v
oldugundan |
= —2ue do(du — 2uvdv) + e~V (dPu — 2ududv — 2udv® — 2uvd®v))
= ¢ (d*u — 2uvd®v — wodudv + 2u(20 — 1)dv?))
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bulunur. ¢
(3)

x =2t — 1%,
y =3t —t3

parametrik denklemle tanimlanan y = f(z) fonksiyonunun g5 tiirevini
bulunuz.
Coziim:
- B dy
* dx dx

olduguna gore, V¢t € R\ {1} icin

, di3t—1%)  (3—-3t*)dt 3

o
Yo = G@i—®) T @—2pa 20t

s dyh)  dEA+n) a3
Y T Tqe T aRi—e) C2(1—ndt H1—t)
moo_ d( g2) _ d<4(13—t)) _ d(qf—i)z) _ 3
e de  d2t—t) 201 —-t)dt  §(1—1)3

bulunur. ¢

(4) 2% +y? = bxy? denklemi ile kapali sekilde tanimlanan y = y(x) fonksiy-

onunun %" (z) tirevini bulunuz.

Coziim: y = y(z) fonksiyonu bir I C R araliginda verilen denklemin

2. mertebeden tiirevlenebilen bir coziimii varolsun, yani Va € [ icin

esitligi saglansin. Burada, her iki tarafin o ’e gore tiirevini alirsak,

zincir kuralindan

27 4+ 2y(x)y'(v) = 5y°(x) + 152> (2).9/ (z) =
22 — 5y (x)
15zy?(x) — 2y(x)

y'(z) =
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elde ederiz. Buradan,
"o / I 2z — 53/3(35) I
203 (z) — T5xy*(z) — 6022y (z) + 4x)y' (x) — dy(x) + T5y5(z)
(1ozy?(x) — 2y(x))?

58 .
[y (z) = #ﬁ% oldugundan]

15002y (z) — 1202 + 15022y (z) — 250y°(z)
(15zy(x) — 2)%y*(x)

bulunur. ¢
1
(5) y= P fonksiyonunun y™ tiirevini bulunuz.
Coziim: Vz € R\ {1,2} icin
1 1 1
2—-3x+2 -2 z-1

= (@-2)7' - (-1
olduguna gore, Ornek 4.3.2(f) den
Y = (=2 = (@)

n 1 1
= (-1 ”!((l, — 2)(nt1) a (z — 1)(n+1))

bulunur. ¢

(6) y = sin® z fonksiyonunun 4™ tiirevini bulunuz.

Coziim: sin®xz = % sinx — }Lsin 3z olduguna gore,

3 1
y(n) — (Z sinx)(n) — <Z sin 3%)(72)

[(sinaz)™ = a".sin(az 4+ n.Z,n € N oldugundan]
3 T

. 3in . ™
- (4_1> Sln(x+n_§)—(1) sm(3x+n.§)

bulunur. ¢
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(7) y = sin* x + cos* 2 fonksiyonunun y™ tiirevini bulunuz.
Coziim: y = sinz + cos*z = % + %1 cos 4z olduguna gore,

3 1
) — (2™ 4 (L cosag)™
y ()™ + (7 cosda)

[(cosaz)™ = a™. cos(az + n.Z), n € N oldugundan |

= 4" cos(4r + ng)

bulunur. ¢
b
(8) y=1In @t o fonksiyonunun y'% tiirevini bulunuz.
Cozim
,  a—br a+bzx,,
o= a+bx(a—bx)
2ab

(a+ bx)(a — bx)
= Gto G-

b b
olduguna gore,
Y = @) = (G (G -
[Ornek 4.3.2(f) den]
= (—1)"Y(n— 1)!(% Fa) " (n— 1)!((% )
= —(n_l)!'“bnn a+bz)"+ (—1)""Ya — bz)"
= e (@b + () a = by)

bulunur. ¢

(9) y =| x |? fonksiyonu z = 0 noktasinda hangi mertebeden tiirevlenebilirdir?

Cozim: Vx e R\ {0} icin

, 322, x>0 ise,
y'(x) = ) .
—3z*, z <0ise
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ve turev tamimina gore

o) = 1 YO —y©) TR
A L

oldugu elde edilir. Demek ki, V2 € R icin fonksiyon tiirevlenebilirdir

ve y(z) = 3x?sgnx dir. Benzer sekilde, 2. mertebeden tiirev icin

" 6z, x>0 ise,
y'(x) = .
—6x, x <0 ise

y(O+h) —y(0)

" o .
y(0) = Jim h
2,
~ im 3h*sgnh —0
h—0

oldugu, dolayisiyla, fonksiyonunun 2. mertebeden tiirevlenebilir ve Vz €
R icin "(x) = 6 | = | oldugu elde edilir. | z | fonksiyonu 0 da
tiirevlenemez oldugundan verilen fonksiyon x = 0 da 3. mertebeden

tiirevlenemez olup, 2. mertebeden tiirevlenebilirdir. ¢

4.3.2 Ek Problemler

(10) w ve v 2. mertebeden tiirevlenebilir fonksiyonlar oldugu durumda asagida
verilen y = y(x) fonksiyonlarinin d?y diferansiyellerini bulunuz.
(a) y=ul2+wv); (b) y=ulnv;
(c) y=Vvu+v% (d) y=u"
Cevap: (a) d®y = (v + 2)d*u + 2dudv + ud®v; (b) d*y = Inv.d*u +
2, .2 2 2 _ 2
2 dudv+-Ed2o— 2 dv?; (c) dPy — (u* + v*) (ud®u + vd*v) :— (vdu — udv) ;
(u? 4 0v?)2
(d) d?y = u*(Yd?u + Inud?v + 50 du? + 2 gy dy 4 In? u.dv?)

(11) Asagidaki parametrik denklemlerle tammlanan y = y(z) fonksiyon-

larinin ygz turevlerini bulunuz.
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x =13, x = Incost,
(a) e (b)) ,
y =1t y = Incos2t ;
(© T = (1 ;k cos®t) sint, (@ T =15
y = sin” t cost ; y=(t—1)e;
x = sinlog, t, x = 20”1,
(6) — ’ . (f) sin? ¢
y = tanlog, t ; y=2
-2 —8cos? t 1
C : — . )
evap: () 94’ (b) cos? 2t ’ (c) cos®*t(3cos?t — 1)’
2(1+1)3 3sinlog, ¢ .
(d) ( + ) . (e) S 108y b, (f) 93sin®t—1

tet ' cos® log, t’

(12) Asagidaki denklemlerle kapali sekilde tamimlanan y = y(x) fonksiyon-

larmin 3" (z) tirevlerini bulunuz.

(@) 2+y*=a* (b)y*=2pz;

(c) e V=x+y; (d)y—atanln/a?+y?=0;

(e) yr=e""v".

—a’ =P 4z +y) 2(2* + %)
C : ; (b ; ; (d ;
evap (a) y3 ( ) yg (C) (l’ +y+ 1)3 ( ) (l‘ — y)g
22%y(3y* + 2(3 — 2t)y? + 3 + 22)

(e)

(> +1)°
(13) Asagidaki tirevleri hesaplaymiz.

@ ()05 0 (Vo)

() (Z)©®;  (d) (2°cosdz)?.

z—1

1.3.5---17
TN
x # 1; (d) 5 (5a® — 1262) sin b — 3.5 (752* — 182) cos b

Cevap: (a) 2xf"(x?) + 823 f"(2?);
720
(c) R

0;

(14) Asagida verilen y = y(x) fonksiyonlarmin y™ tiirevlerini bulunuz.
(a) y=cosdz; (b) y = cos ax cos Bz;
(c) y=(ax®+ bx + c)e*?;
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(d) y:aoxn+al«rn_l+"'+an—1x+an7 (a’LGR7Z:0717 ,Tl),
(e) y=uxlogy(l— 3z); (f) y = e* cos(bx + c¢);
(g) y=e¥sin’z; (h) y = cosh ax sin bx .
Cevap: (a) 2cos(az + n%)+ 2 cos(3z + n%);
(b) 3(a—B)"cos[(a — B)x +nF)] + 5(a + B)" cos (o + B)x + nF)];
(c) k" 2ek*[(ax® + bx + c)k? + (2ax + b)nk + n(n — 1)a);
(d) apn!;
(e) 232 —n)(1—32)"n > 1
() e®(a® +b%)2 cos(bx + ¢ + ny),

a _ b

—, sinp=——;
a2 T VER

(g) 2" 'e*(1 — 2% cos(2z +n.g));
(h) (a® + b%)2(coshax cos(np — n%)sin(bz + nZ) + sinh az sin(ng —

cosp =

s s _ a : _ b
n%)cos(bx +n%)),cosp = T SinY = s

(15) Asagida verilen y = y(x) fonksiyonlarmin x = 0 noktasinda hangi

mertebeden tirevlenebilirdirler.

1 —cosux, x > 0 ise,
(a) y(z) = L
In(l1+z)—x, x>0ise;

sinhz —x, z <0 ise,

r—sinz, x>0ise;

100 iy 1 -
v Psin o, x # 0 ise,
0, r =0 ise ;

(d) y(x) =

x = Oise .

e_w%, x # 0 ise,
0,

Cevap: (a) ¢'(0) =0,y"(0) tiirevi yoktur;

(b) ¥'(0) =y"(0) =0, y(0) =1, y®(0) =0 y©®(0) tiirevi yoktur ;
(¢) y™(0)=0,n=1,2,-- 50,y (0) tiirevi yoktur :

(d)  y™0)=0,n=1,2,---



